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投入产出模型

前期的投入（初始产综）

x0 = (x(1)0 , x(2)0 , · · · , x(d)0 ).

当前的产出情况,
x1 = (x(1)1 , x(2)1 , · · · , x(d)1 ).

效率方阵 A = (aij),它表示每生产一个单位的第 i类产品需消
耗 aij 个单位的第 j类产品. 那么,为产出 x(i)1 个单位的第 i类产品,

需消耗 x(i)1 aij 个单位的第 j类产品. 这样,当前的产出 x1,共消耗
了

∑d
i=1 x(i)1 aij 个单位的第 j类产品. 此即是 x(j)0 =

∑d
i=1 x(i)1 aij.

写成向量形式:

x0 = x1A = x2A2 = · · · = xnAn.
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华罗庚定理

设 A非负不可约,以 u表其最大特征根 ρ = ρ(A)所对应的左特征向
量 (必定可取为正的 ).

如取 x0 = u (不计正常数因子 ),则 xn = x0ρ−n, n ≥ 1. 此时平稳增
长速度 ρ−1.
若再设 A−1 不是非负的而且 0 < x0 ̸= u,则必定存在 n0 和 j0 使
得 x(j0)n0 ≤ 0. 此时称经济走向崩溃.

“崩溃”是指发展到某个时期, xn 必含负分量,即崩溃时间

T := inf{n ≥ 1, 存在 j使 x(j)n < 0}

有限.

定量问题: 给出 T的估计?
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对偶的 Markov链

使用 Perron-Frobenius定理,存在 ρ, u, v > 0使得

uA = ρu, Av = ρv.

陈老师构造 (价值型) Markov链:

pij =
aijvj
ρvi

,

其平稳分布为 πi = uivi/
∑

i uivi.

事实上,我们可以构造 (产品型) Markov链:

p̂ij =
ujaji
ρui

,

上述两个 Markov链关于它们的共同的平稳分布 π 是对偶 (时间反转
的)
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定量分析: 强遍历

崩溃时间等价描述: 令 µ0 = µnPn,则

T = inf
{

n : ∃n, i使得 µ
(i)
n < 0

}
.

使用全变差范数 || · ||Var,我们有

T = inf {n : ∃n使得 ||µn||Var > 1} .

由强遍历: ||Pn − π||Var → 0有

µ0 − π = µn(Pn − π) ⇒ ||µ0 − π||Var ≤ ||µn||Var||Pn − π||Var

⇒ ||µn||Var ≥ ||µ0 − π||Var/||Pn − π||Var.

还可以用 µ0 − π = (µn − π)(Pn − π)得到 µn 离 π 多远.

对偶 Markov也可以做到: f0 = P̂nfn.
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问题

崩溃时间精准估计问题: 上界估计:

T ≤ 1 + log (||µ0 − π||Var/C)/ logλ.

需要下界估计?

目标与控制: 令

D =

{
(x(1), · · · , x(d)) ≥ 0 :

∑
i

x(i) = 1

}
,

这是一凸集合. 则全变差范数 || · ||Var 即 D上的 Minkowski泛函:

||µ||Var = inf {λ > 0 : µ/λ ∈ D} .

根据需要选择 (凸)区域 D而得到 Minkowski泛函.
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发展方程

考虑连续时间的投入产出模型:

x0 = xtA(t), t ≥ 0,

其中矩阵 A(t)满足发展方程:

A(t + s) = A(t)A(s), A(0) = I.

由 Kolmogorov理论得到: A(t)存在唯一,且存在 Stieltjes (Z)矩阵
B = (bij):

bij ≥ 0, i ̸= j; (bii ≤ 0, )

满足
A′(0) = B, A′(t) = BA(t) = A(t)B, t ≥ 0.

毛永华 (北京师范大学数学科学学院) 华罗庚投入产出模型的问题与思考 2022.09.24 @ 江苏师范大学 8 / 20
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跳过程

如同离散时间,此时可以有一个连续时间 Markov链—跳过程.

由 B满足 PF定理,有 λ ∈ R, u, v > 0使得 uB = λu,Bv = λv,可定义

qij =
bijvj
vi

− λδij.

为使 Q = (qij)成为 Q矩阵,必须 qii = bii − λ < 0或 λ > bii, ∀i
上述 Q是保守,不可约的 (来自 B不可约),具有平稳分布 πi = uivi,
即 ∑

i
πiqij =

∑
i

uivibijvj/vi − λujvj = 0.

Q过程 P(t)存在唯一,而且遍历:

pij(t) =
aij(t)vj

vi
e−λt
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强遍历

前述 A为某 A(h)(h > 0),即连续时间的骨架过程.

同样定义崩溃时间: 考虑连续时间模型 x0 = xtA(t), t ≥ 0

Tc = inf
{

t : ∃i, x(i)t < 0
}
.

显然 Tc ≤ T ≤ Tc + h.
使用跳过程的强遍历做定量分析.
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模型甲: 按比例消费

若 X0 为初始投入,由
y0 = x0 = x1A

得到第一年产出 x1,以增量 x1 − x0 的倍数 α ∈ [0, 1],则第一年的再
投入为

y1 = x1 − α(x1 − x0) = y0[(1− α)A−1 + αI] =: y0Bα.

年复一年,则有
yn = y0Bn

α, n ≥ 1.

(华罗庚)设 1 ≥ α ≥ β ≥ 0,则 ∀y > 0有

yBβ ≥ 0 ⇒ yBα ≥ 0.

从而崩溃时间 Tα ≥ Tβ .

若 ρ < 1,则均衡增长速度 (1− α)ρ−1 + α ≤ (1− β)ρ−1 + β.

保增长和保稳定的平衡点在哪?
毛永华 (北京师范大学数学科学学院) 华罗庚投入产出模型的问题与思考 2022.09.24 @ 江苏师范大学 11 / 20
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“迷向”消费

前面的消费形式改为:
(x1 − x0)Θ,

其中 Θ = diag(θ1, θ2, · · · , θd), θi ∈ [0, 1].

此时模型变为:
yn = y0Bn

Θ, n ≥ 1,

其中 BΘ = A−1(I −Θ) + Θ.

需要一个崩溃定理 (OK)及其定量估计 (?)
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有消费模型: 模型乙

按比例情况:

xn = xn+1[(A + αI)/(1 + α)] =: xn+1Aα, n ≥ 0.

其对应 Markov链为

p(α)ij =
1

ρ+ α
[ρpij + αδij], 或 P(α) =

1

ρ+ α
[ρP + αI].

较之 P, P(α) 更 “lazy(惰性)”,从而更稳定 (晚崩溃).
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随机化模型的崩溃定理

设非负随机矩阵序列 {An,n ≥ 1}独立同分布.

随机投入产出模型

x0 = x1A1 = x2A2A1 = · · · = xnAnAn−1 · · ·A1 =: xnMn.

答案还是
T = inf

{
n : ∃1 ≤ j ≤ d, x(j)n < 0

}
a.s.有限.

定量分析
大偏差问题
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全要素 (total factor)生产模型

全要素生产,也就是产品类别充分大,此时在数学上即处理为 “无穷”.
使用无穷维结构矩阵 A = (aij)i,j∈N,

如何从实际生活中知道 A具有 Perron-Frobenius定理?

局部化结构矩阵 Ã = (aij)1≤i,j≤d:

ρ(Ã) < ρ(A).

即局部看增长速度 ρ(Ã)−1 大于整体地增长速度 ρ(A)−1.

左右 PF特征值 ũ, ṽ与 u, v关系?
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可数状态空间 Markov链

对于全要素结构矩阵 A,若存在正的左或右特征矢量 u, v:

uA = ρu, Av = ρv.

同样得到 Markov链:
pij =

aijvj
ρvj

, ∀i, j

或者
p̂ij =

ujaji
ρui

.

此 Markov链正常返当且仅当 uv =
∑

i uivi < ∞
A如何能够使 P或 P̂强遍历?
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Censored Markov链: 行业化

将状态空间划分 E =
∑

s Es, censored Markov或在 {Es}的迹过程:

Trs =
1

π(Er)

∑
i∈Er,j∈Es

πipij, ∀r, s.

T具有平稳分布 {π(E1), π(E2), · · · }.
以此回到全要素结构矩阵 A,即得到 “行业化”.

另外可使用若干代表性的产品来分析,即 “指标化”.

华先生的工农业模型
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价格与价值

依据华先生,结构矩阵 A的右特征矢量 v是产品的价值 (或可称为
结构价值). 而市场经济中,每个产品 (商品)都有一个交易价值,即价
格 p = (p1, p2, · · · , pd)

T

记 γi = vi/pi, 1 ≤ i ≤ d. 定义非负矩阵 M = (mij)1≤i,j≤d:

mij =
aijγj
γi

=
aijvj/pj
vi/pi

, 1 ≤ i, j ≤ d.

其量纲为以市场价格所计之产品数量.

再令 qi = uivi/pi, q = (q1, q2, · · · , qd),则 ρ(M) = ρ(A) =: ρ,且

Mp = ρ(A)p, qM = ρ(A)q.

仍然构造其对应之 Markov链:

pij =
mijpj
ρpi

=
aijvj/pj
ρvi/pi

pj
pi

=
aijvj
ρvi

.
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数学与经济

可以看到计划经济和市场经济下的投入产出模型背后的 Markov链
是同一个.

那么在经济上,我们继续关心什么? 崩溃之前的资本收益,是产业资
本还是金融资本?
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