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华罗庚经济优化新理论
陈木法 1,2

摘要 概述了华罗庚先生仙逝前对经济优化理论的重要更新，该结果不幸沉睡了37年，直到

2021年底才被唤醒；介绍了其后续进展，有一次修正、一次再更新和 5项新发展：稳定性分析

的新方法；产品（产业）等级（排序）；预测与调整；经济结构的优化；重排序与大矩阵主特征值

（及依大、小序的前 6个特征值）的高效算法。难得的是，多种变换给出了完全相同的非稳定

的时间和产品。早年关于华氏经济崩溃定理的证明基于马氏链的遍历定理，最近的全部结

果基于马氏链的转移概率矩阵，也许可视为经济优化研究的新路子。这些成果已被应用于

中国1个省级和5个国家级投入产出表，检验了理论的合理性和可靠性。
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1 华罗庚经济优化理论的核心结果：

无消费情形

研究经济的主要工具是投入产出法，其基石是

投入产出矩阵A=（aij：i，j= 1，2，…，d）。这里 aij表示

每生产一个单位的 i类产品需要消耗 aij单位的 j类
产品，称A为消耗系数方阵或结构方阵。我们的目

标就是从A挖掘出该经济系统的各种特征（如摘要

所述）。现把所关心的产品写成 x=( )x( )1 ,x( )2 ,⋯,x( )d ，

称为产综（固定单位：瓩，吨）。如分别以 x0和 x1表

示投入和一年后的产出，则由A的含义立知 x0=x1A。
对于无消费的理想化模型，第 n-1年的产出全部用

于第 n年的投入，于是有 xn-1=xnA及 x0=xnAn，n≥1。

如再设 A可逆，则得出投入产出的基本方程：xn=
x0A

-n，n≥1。非负矩阵最重要的结果是 Perron-Fro⁃
benius定理。为陈述之，还需假设 A不可约：对于

一 切 i≠j，存 在 一 列 i0=i，i1，… ，in=j，使 得

ai0i1ai1i2⋯ain - 1in > 0。此时，由所述定理知：存在最大

特征根 ρ(A)>0（单根）及相应的左、右特征向量u（行

向量）和 v（列向量），两者均为正（而且不计常数因

子时唯一）。现在，可陈述华罗庚基本定理（定理

2.15，2.14）[1]：

假定A不可约，则

1）经济系统的最佳投入为 x0=u（即 A的最大

左特征向量），此时经济的最佳发展速度为 ρ(A)-1；
2）否则，如 x0≠u，A可逆且含一正的对角线元
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素，则必定存在自然数 n0，使当 n≥n0时，产综 xn含不

同符号的分量，此时简称系统在时间 n0处崩溃。

华罗庚（华老）已多次指正，他的理论与列昂惕

夫（投入产出法的提出者，于 1973年获诺贝尔经济

学奖）的主要差别在于前者将生产资料与消耗资料

分开处理，以保证不可约性。后者不用此假定，但

从数学上看会带来许多问题。

2 带消费情形华老的更新及我们的

修正与再更新

上节的无消费模型是一个很好的数学样版，从

问题的本质处入手，尽管相对简单且不切实际。实

际中当然不能没有消费。在 1984年和 1985年春，

华老曾引进并认真研究了一种处理方案。在 2021
年之前，我们一直延用该方案。华老对该方案并不

满意，所以一直寻找更好的方案。他最后的手稿可

能是 1984—1985年的序列论文的最后一篇，编号

（XI）（标明了写作日期为 1985年 4月 20日），是对

之前论文（I）~（X）的小结。此文他并未投稿，因为

杂志标明该稿的收稿日期为 1985年 7月 25日，比

他仙逝的时间1985年6月12日还晚了43天。所以

笔者猜测他应是在 1985年 4月 20日至 6月 11日这

段时间内完成了书稿《计划经济大范围最优化数学

理论》[1]（也是他仙逝后才出版的）。正是在这段时

间内，他想到一个新方案，写在文献[1]的第 65页末

行至第 66页第7行。在此书中，他对于前面的序列

论文全部不提。2021年暑假，笔者见到此书时对

于此事觉得奇怪，心想他可能来不及写完全书，哪

知该书序言的第一句话为“序言是在书成之后写

的，但总放在书的前面”。他接着写道：“探索也往

往如此，由简单开始，在实践中，在思考中不断深

化，不断发展。新的概念和方法出现，旧的不断被

扬弃或遗忘，因而思索与实践的宝贵过程反而淹没

不见了，而书上、文章上所见到的是成熟的或作者

自以为成熟的结论。当然，不是说体系完备、证明

严正的书不必要，而是说读后往往要花很多的时间

和精力，才能领会这些结果是怎样得来的，作者为

什么如此表达的，等等。”笔者获悉华老的新方法已

是 2021年年底，该想法已经沉睡了 37年。因来之

不易，所以写下这段历史。须知这是我们随后一系

列工作的出发点。得益于华老的想法，经稍许修正

（将消费“比例”改为“倍数”）并再更新，我们得出如

下解答：

对于带消费模型，只需使用Aα：

Aα = ( )1 - α A + αI,
ρ ( )Aα = ( )1 - α ρ ( )A + α, α ∈ ( )0,1

代替上节的 A即可，余者不变。简单地说，Aα乃无

消费算子 A与无增长算子 I的凸组合，这里的 I是

对角线元素均为常数 1的对角矩阵。易见 Aα的对

角元全正。我们注意，虽然 ρ(Aα)≠ρ(A)，但诸 Aα与 A

有共同的最大左、右特征向量u和 υυ。

3 马尔可夫链技术

虽然马尔可夫链早在 1989年就被笔者用来证

明第 1节中华氏定理的第（2）项断言（见文献[2]及
所引文献），但只是这两年才逐步成为研究经济的

基本工具。简单地说，我们常将关于A（或Aα）的研

究转化为对相应的转移概率矩阵（非负、每一行和

为 1的矩阵）的研究。使用前文记号 ρ(A)及 υυ=(υ(1),
υ(2),…,υ(d))。P=(pij)的元素定义为

pij = ( )v( )i -1 aij
ρ ( )A

v( )j , i,j = 1,2,⋯,d

等价地，P = D-1
v

A
ρ ( )A

Dv

式中，Dυ表示以 υ为对角线元素的对角矩阵。

容易验证P的每一行和为 1，从而最大特征值

为 1，而最大右特征向量为常值 1的列向量。还可

证明其最大左特征向量的诸分量为 u(k)υ(k)=:μ(k)，k=
1,2,…,d。常写成 μμ=u⊙υυ。这样，矩阵 A的三大特

征 ρ(A)、u、υυ都融合于 μμ。更进一步，u⊙υυ有重要经

济学含义：u表示各产品的数量，υυ表示各产品每个

单位的真实价值 [1]（常不同于市场价格），这样，u

⊙υυ即是各产品的真实总产值，有统一量纲，说明

等级排序的合理性。非常有趣的是：若以厄米阵代
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替 A，则其左、右特征向量的分量积等于右特征向

量分量模的平方。这对应于量子力学中波函数的

概率解释，导致闻名于世的“百年大战”。

4 产品分类（ProductRank）

基于P的左特征向量 μμ所包含的完全信息，我

们将其分量依大小为序，给出各个产品的等级序，

并大体分为 3类：拳头产品（支柱产业）、中间产品、

弱势产品（瓶颈产业）。我们已将此法应用于

2007、2012、2017年的国家级 42种产品的分析，所

得出的图像高度相似。中国每 5年制作一个国家

级投入产出表，所以 3个表跨越 15年[4]。由此看出

方法的可靠性。

5 预测与调整及经济结构优化

与其他理论的主要区别在于：这个理论是可计

算的，可程序化。在设置增速条件下，可算出可消

费量；但后者需较强的稳定性，因此若所算出的消

费量不足，就需要反过来降低增速。更深入的做法

是优化经济结构。例如确定优化的目标产综 u�，要
找出以u� 为最大左特征向量的新的结构矩阵A�。此

时，所求的优化结构矩阵A� 由下式给出：

A�
ρ ( )A� = D

-1
u� ⊙u-1

A
ρ ( )A

D
u� ⊙u-1

此处 uα为 u的各分量的α次幂所构成的向量。

这一步我们两次用到转移概率矩阵。特别地，若取

ρ ( )A� = ρ ( )A ，则 A� = H⊙A，此处⊙也表示分量积，

其中H = ( )hij = ( )u( )i u� ( )j
u� ( )i u( )j :i,j = 1,2,⋯,d（与u或u� 是否

归一化无关）。这样，a� ij = aijhij。视 hij>1或<1，可以

看出产能需要补充或过剩。

6 完全相同的稳定性

我们至今所用到的变换：A → A� 均具有如下形

式

A�
ρ ( )A� =D-1

w

A
ρ ( )A

Dw

式中，w是任一给定的正向量。

对此，我们有如下结果。

转换定理转换定理 对于如上定义的 A� 的迭代解

{ }x� n
n ≥ 0:x� 0 = x� nA� n 与关于 A 的迭代解 { }xn

n ≥ 0:x0 =
xnAn可通过恒等式 ρ ( )A� n

x� n = ρ ( )A nxn⊙w,n ≥ 0，相
互转换。特别地，对于每一个 n和 k，x� n的第 k个分

量为非正（相应地，为负），当且仅当 xn如此。

定理的末句表明：A� 与A有完全相同的稳定性。

这样，为测试A的稳定性，只需测试P。

关于近年来的更多进展，见文献[2][3]及笔者

主页（含视频）：http://math0.bnu.edu.cn/~chenmf/

感谢陈彬、谢颖超、杨婷和周勤老师的协作和帮助。
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New theory on L. K. Hua's economic optimization

AbstractAbstract We summarize Loo-Keng Hua's important update on economic optimization theory before his immortal death, which
unfortunately fell asleep for 37 years and was not awakened until the end of 2021. Next, we introduce its subsequent progress,
including one revision, one re-update, and five new developments: a new method for stability analysis; product (industry) level
(ranking); prediction and adjustment; optimization of economic structure; efficient algorithms for reordering and large matrix
principal eigenvalues (as well as the top 6 eigenvalues in major and minor order). It is rare that multiple transformations provide
exactly the same unstable time and product. In the early years, the proof of the Hua's economic collapse theorem was based on
the ergodic theorem of the Markov chain, and the recent results are all based on the transition probability matrix of the Markov
chain, which may be seen as a new approach to economic optimization research. These achievements have been applied to one
provincial-level and five national level input-output tables in China, testing the rationality and reliability of the theory.
KeywordsKeywords economic optimization; stability analysis; productrank; prediction and adjustment; economic structural optimization;
algorithm; Markov chain ●
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