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报告框架

（非时齐）生灭过程转移概率的收敛速度
已有的结果和方法
速率满足时空分离条件的非时齐过程
非线性生灭过程

高斯系综随机矩阵特征值的最大间距和最小间距

姚东 JSNU Feb. 2023 2 / 14



.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

生灭过程

生灭过程是一类基本的离散状态马氏链. 考虑一个粒子在空间
S := {0, 1, 2 . . . ,N} 中运动 (N ≤ ∞). 粒子 t 时刻的位置 X(t) 的 Q-矩阵
为

n → n + 1 (n ≥ 0): 速率 bn(t)
n → n − 1 (n ≥ 1): 速率 dn(t).

此处 b=birth 表示生的速率, d=death 表示死的速率. 如果 bn(t), dn(t)
均不依赖于 t, 则称为时齐生灭过程, 否则称为非时齐生灭过程.
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时齐情形下的极限分布与收敛速度

令

µ0 = 1, µn =
b0 · · · bn−1

d1 · · · dn
, n ≥ 1,Z :=

∞∑
n=0

µn.

由标准随机过程知识可知, 令 pi,j(t) = P(Xt = j|X0 = i), 则对于任意 i, j,
以下极限存在

lim
t→∞

pi,j(t) = πj ≥ 0.

遍历情形 πj > 0：此时 Z <∞ 且 πj = µj/Z > 0. 非遍历情形：πj = 0.
问题：pi,j(t) 收敛到 πj 的速度多快？是否是指数速度？

|pi,j(t)− pj| = O(exp(−αt))
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已有结果

时齐生灭过程的指数收敛速度已有 Chen 在一系列文章中给出完整的解
答（包括所有的四种边界条件）. 由狄氏型理论,

遍历情形：α 由狄氏型特征值 λ1 给出
非遍历情形: α 由狄氏型特征值 λ0 给出.

故估计收敛速度的问题等价于估计特征值. 下面简要叙述遍历情形下
Chen 的结果. 定义

W = {w = (w0,w1, . . .) : w0 = 0,wi 严格递增}

W̃ = {w : w0 = 0, 存在k, s.t.wi = wi∧k,wi 在[0, k] 上严格递增}

Ii(w) =
1

µibi(wi+1 − wi)

∑
j≥i+1

µjwj, i ≥ 0
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定理 1 (Chen)
假设过程满足遍历性条件.

1 如下求和形式的变分公式成立 (w̄ = w − π(w))

inf
w∈W̃

sup
i≥0

Ii(w̄) = λ1 = sup
w∈W

inf
i≥0

Ii(w̄)−1

此外, 我们也有差分形式的变分公式.
2 κ−1/4 ≤ λ1 ≤ κ−1, 这里

κ−1 = inf
0<n<m<N+1

( n∑
i=0

µi

)−1

+

( N∑
i=m

µi

)−1
 m∑

j=n

1

µjbj

−1

3 特别地, λ1 > 0 当且仅当

sup
n

∑
k≥n

µk

 ∑
j≤n−1

1

µjbj

 <∞.
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主要想法和技术

耦合技术: classical coupling 等耦合方法可快速证明证明 λ1 的（差
分形式）下界
对偶方法：在 0 (或者 ∞) 处的吸收/反射可以和无穷（或者）0 处
的反射/吸收对应.
需要用到 λ0 或 λ1 对应的特征函数的性质（单调性等）.
与 Hardy 型不等式有直接的关联.
差分形式便于通过构造测试数列来进行具体下界的计算, 求和形式
便于证明是否指数收敛的判别条件。
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其他方法 (Van Doorn)

利用马氏链的谱表示 (Karlin-McGregor 公式),

pi,j(t) = µj

∫ ∞

0
e−xtQi(x)Qj(x)ψ(dx),

这里 Qn 是一列多项式, 满足

bnQn+1 = (bn + dn − x)Qn − dnQn−1,Q0 = 1, b0Q1 = b0 + d0 − x.

ψ 是（唯一的）概率测度使得多项式 Qn, n ≥ 1 在 ψ 正交. Van Doorn
研究了 ψ 的支撑集的下界, 从而证明了 λ1 的差分形式变分表示.

对于一些特殊情形的生灭速率, 可以得到一些转移概率的精确解. 此法在
非时齐下也有少数结果（Ohkubo 研究了 bn(t) = b(t), dn(t) = nr(t)）.
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其他方法（Zeifman）
Zeifman 利用微分方程理论, 考虑了非时齐情形的生灭过程. 假设
supi(bi(t) + di(t)) <∞. 对于任意概率测度 m, 记 p(s,m; t, ·) 为从时刻 s
出发且分布为 m 的马氏链在 t 时刻的分布. 任取 wi 一列正实数,
w−1 = w0 = 1,Zeifman 等证明了如下结果：

上界：对于任意 m1,m2, ∥p(s,m1; t, ·)− p(s,m2; t, ·)∥ℓ1 不超过

4

infn wn
exp

(
−
∫ t

s
α(u)du

)∑
i≥1

gi |m1(i)− m2(i)| ,

这里 gi =
∑

k≤i−1 wi,

α(u) = inf
i≥0

(
bi(t) + di+1(t)−

wi+1

wi
bi+1(t)−

wi−1

wi
di(t)

)
下界：假设 m1 ≤ m2, 类似 α(u) 定义 β(u)(把 inf 替换为 sup),

∥p(s,m1; t, ·)− p(s,m2; t, ·)∥ℓ1,w ≥ exp
(
−
∫ t

s
β(u)du

)
∥m1 − m2∥ℓ1,w
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其他方法（Zeifman）
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时空分离形式的非时齐生灭过程

考虑如下时空分离形式的非时齐生灭过程

bn(t) = f(t)rn, dn(t) = g(t)qn.

Gnedenko 和 Solov’ev 证明了, 对于状态空间有限情形, 此马氏链存在极
限概率（即 limt→∞ pi,j(t) 存在）的充分必要条件是 (时间变换后的)f(t)
和 g(t) 在积分意义下收敛. 现假设 f(t) → f0 并且 g(t) → g0.

对于有限状态空间, 由 Zeifman 变分公式, 可以推出非时齐链的指数
收敛速度和时齐情形速度近似相等.
如何推广 Chen 的工作到非时齐情形？（特别是对于一般的状态空间
和无界的生灭速率）
若 f(t) 和 g(t) 是关于 t 的周期函数, 弱遍历（马氏链本身不一定收
敛, 但是长时间行为和初分布渐近独立）的结果和相应速度如何？
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带有交互作用的生灭过程-I

考虑如下 L 个交互粒子 X1, . . . ,XL 构成的系统：每个粒子做生灭过程的
运动, 状态空间为 {1, . . . ,N}, 生灭速率为

b(t) = X1(t) + · · ·+ XL(t)
L , d(t) = γ.

固定 T > 0, 则当 L → ∞ 时，此系统的经验测度

1

L

L∑
i=1

δXi(t), 0 ≤ t ≤ T

会弱收敛到如下非时齐生灭过程 X(t) 的分布:

bn(t) = E(X(t)), dn(t) = γ.

可称为一个非线性生灭过程. 普通的马氏过程转移概率满足线性方程,
而此模型下转移概率满足的是二次方程组.
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带有交互作用的生灭过程-II

考虑 N = 1 情形, 记 P(Xt = 0) = x0(t),P(Xt = 1) = x1(t)).

dx0(t)
dt = (γ − x0(t))(1− x0(t)).

由此可发现一个相变现象
若 γ ≥ 1, 则 ∀(x0(0), x1(0)), 都有 (x0(t), x1(t)) → (1, 0). 若 γ > 1,
收敛速度是指数的. 若 γ = 1, 则收敛速度是多项式的.
若 γ < 1, 则只要 (x0(0), x1(0)) ̸= (1, 0), 都有
(x0(t), x1(t)) → (γ, 1− γ).

从 N ≥ 2 开始, 分析方程的渐近行为似乎有困难（除了局部稳定性可以
通过计算 Hessian）, 实际上, 证明 t 时刻分布 (x0(t), . . . , xL(t)) 是否收
敛似乎都不是很容易！困难点：非线性部分（期望）不是随着时间单调
变化的.
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带有交互作用的生灭过程-II

考虑 N = 1 情形, 记 P(Xt = 0) = x0(t),P(Xt = 1) = x1(t)).

dx0(t)
dt = (γ − x0(t))(1− x0(t)).

由此可发现一个相变现象
若 γ ≥ 1, 则 ∀(x0(0), x1(0)), 都有 (x0(t), x1(t)) → (1, 0). 若 γ > 1,
收敛速度是指数的. 若 γ = 1, 则收敛速度是多项式的.
若 γ < 1, 则只要 (x0(0), x1(0)) ̸= (1, 0), 都有
(x0(t), x1(t)) → (γ, 1− γ).

从 N ≥ 2 开始, 分析方程的渐近行为似乎有困难（除了局部稳定性可以
通过计算 Hessian）, 实际上, 证明 t 时刻分布 (x0(t), . . . , xL(t)) 是否收
敛似乎都不是很容易！困难点：非线性部分（期望）不是随着时间单调
变化的.

姚东 JSNU Feb. 2023 12 / 14



.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

随机矩阵特征值间距

考虑实数上的 n 个随机的点, 联合密度 f(λ1, . . . , λn) 等于

1

Cn,β

n∏
i=1

exp(−βnλ2i )
∏

1<i<j<n
|λi − λj|β

这里 β > 0 是一个参数。此模型称为高斯 β 系综. 物理中最关心
β = 1, 2, 4 的情形, 分别对应实对称矩阵, 复共轭矩阵和四元数共轭矩阵。
对于高斯 β 系综, 特征根的经验分布当 n → ∞ 时趋于半圆律

1

2π

√
4− x21[−2 ≤ x ≤ 2].

我们拟研究 β = 1, 4 时特征值间隙的极值, 即假设 λ1 ≤ · · · ≤ λn, 研究

max
i

(λi+1 − λi),min
i
(λi+1 − λi).

大间距阶数
√

log n/n, 小间距阶数 n−(β+2)/(β+1).β = 2 时结果已证.
困难点：β = 2 时密度对应行列式, 而 β = 1, 4 时对应 Phaffian，更复杂。
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